de la derivada

Integracion

La derivada y la integral son
dos conceptos importantes en
matematicas. El entendimiento
de su significado y la relacién
entre ambos operadores, asi
como la habilidad para realizar
célculos con ellos, potencian
su aplicacién en varias ramas
del conocimiento de las cien-
cias naturales y exactas.

El primer encuentro con
el célculo diferencial e integral
suele ser en la preparatoria,
cuando los estudiantes escu-
chan, entre otros conceptos,
las ideas de funcién, continui-
dad, punto de acumulacién, Ii-
mite, derivada e integral, apren-
den a calcular la delta que
corresponde a una épsilon arbi-
traria —tan pequefia como se
quiera— y demuestran que un
numero especifico efectivamen-
te es el limite de cierta funcién
cuando su variable indepen-
diente tiende a un valor deter-
minado de su dominio.

También aprenden que la
derivada de la funcién seno
es el coseno, que 2x es la de-
rivada respecto de x de x?,
que la derivada de la funcién

tangente es secante cuadrada.
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Estas cosas “se saben” cuando
se ha pasado por un curso
de célculo diferencial, inde-
pendientemente de que el sig-
nificado de las mismas no
siempre se comprenda clara-
mente.

Para derivar una funcién
f(x) que sea derivable, —por-
que no todas lo son o no lo
son en todos los valores de
Xx—, solamente se necesita
memorizar y saber aplicar un
conjunto de cuatro reglas de
derivacién bésicas: suma, pro-
ducto, divisién de funciones y
la regla de la cadena; mas otro
conjunto de derivadas de fun-
ciones como: x’, seno, coseno,
exponencial y logaritmica.

Esperarfamos que si se le
cuestiona a un estudiante de
célculo por qué D[x?]=2x, con-

teste que es porque:

lim | G+h)?2 - x2
h—0 h

lim |X2+2xh+h? - x2
h—-0 h

lim | 2xh+h?
h—0 h

lim _
hd [2x+h] = 2x

También seria admisible
si el alumno argumenta lo si-
guiente: porque la pendiente
de la recta tangente a la curva
y=x? en cualquier valor de x,
es 2x; por ejemplo, si x= 0.5,
entonces la recta tangente a
la curva tiene pendiente uno,
es decir, la inclinacién de dicha
recta es 45°

Si se pide a un estudiante
justificar que D[cos?(x%)]=

6x2cos(x3)sen(x3), lo més
probable es que use el argu-
mento de la pendiente de la
recta tangente, pues dificilmen-
te se encharcaré en el cdlculo
del limite.

Calcular derivadas aplican-
do la definicién puede conver-
tirse en un problema algebrai-
co y aritmético; sin embargo,
afortunadamente, conociendo
las reglas de derivacién que se
mencionaron antes, lo tnico
que debe preocuparnos para
obtener la derivada de una
funcién f(x) es observar el
cumplimiento de la siguiente
condicién: si f(x) es continua y
suave (en donde suave signifi-
ca sin picos en la gréfica de la

funcién) en [a, b], entonces
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D,[f()] existe para toda x €
[a, b].

Integrales

Respecto del célculo de inte-
grales definidas o indefinidas, el
procedimiento comun plantea
encontrar la antiderivada o pri-
mitiva del integrando o funcién
de la que se pretende integrar.
La mayoria de los textos
bésicos de célculo mencionan
algunas técnicas de integracion
(por partes, por sustitucién de
variable, por sustitucién trigono-
métrica, mediante fracciones
parciales), en todas ellas, la fi-
nalidad es representar el inte-
grando de manera que su anti-
derivada pueda identificarse.
En dichos textos se deducen
las primitivas de varias funcio-
nes tipicas, como seno y cose-
no, exponencial, algebraicas y
polinomiales. Los profesores de
calculo integral invitan a sus es-
tudiantes a realizar el mayor
nimero de ejercicios de inte-
gracién con el objetivo de que
se vuelvan diestros en esto de
calcular integrales.

éSerd que cuando un alum-
no dice que la integral de equis
es un medio de equis cuadrada
mas la constante, realmente en-
tiende lo que dice? En cambio si
dijera que D,[(1/2)x2 + c] = x,
nos preguntariamos si existe al-
guna interpretacién geométrica.

Una definicién formal de
integral es la de Bernhard
Riemann (figura 1):

b n

f F)dx=lim 2 FODAx;

a Ax—0 =1
esto significa que el intervalo
[a, b] se ha partido en n peda-
citos Ax;; x*; es algun valor de
X que se encuentra en el iési-
mo pedacito correspondiente.

Es comun pensar que para
integrar es necesario saber de-
rivar, pero la definicién de inte-
gral indica que Unicamente se
requiere sumar y multiplicar,
siempre y cuando la funcién
sea continua o esté definida
en trozos, en el intervalo de in-
tegracion, que en este caso es
[a, b].
Es grato saber que no te-

nemos que emprender una

busqueda larga y tal vez engo-

y=fx)

Fo)

Figura 1. La gréfica de j f(x)dx = F(x) indica el drea de la regién del
plano encerrada por la curva f, las rectas x= a, x= Dby el eje horizontal.

rrosa por varios cambios de
variables, una descomposicién
en fracciones parciales y rema-
tar con una sustitucién trigo-
nométrica, hasta lograr expre-
sar el integrando en tal forma
que podamos identificar su
primitiva. Podemos ser précti-
cos y evaluar una integral en el
intervalo [a, b], partiendo de la
definicién de Riemann, pero si-
mulando el proceso de limite
con un programa de cémputo.
Nos estamos refiriendo a
la integracién numérica, que
permite calcular integrales con
un excelente grado de preci-
sién. En asignaturas sobre mé-
todos numéricos aprendemos
que existen varias reglas de in-
tegracién numérica, como la de
Simpson o la del trapecio; en
cursos de programacion desa-
rrollamos habilidades para usar
dichos métodos con el apoyo
de una computadora obtenien-
do resultados aproximados, in-
cluso mejorables, siempre y
cuando el problema que tenga-

mos que resolver lo solicite y
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las limitaciones de cémputo lo
permitan.

En la figura 2 vemos que
el area bajo la curva se ha sec-
cionado en rectangulos y casi
triangulos, es claro que la su-
ma de las areas de los poligo-
nos se aproxima a la integral
que se pretende calcular y
también lo es que, si aumenta-
mos el nimero de rectéangulos,
el célculo del drea serd més fi-
no y, por lo mismo, mds cercano
al valor real de la integral.

Actualmente con un equipo
de cémputo y un software efi-
ciente se facilita el uso de al-
gun programa para integrar.
Basta teclear la funcién que se
desea integrar y el intervalo de
integracion para que el valor
de la integral aparezca desple-
gado en el monitor.

Curvas integrales

No obstante, existe otra mane-
ra de vislumbrar primitivas o
antiderivadas: graficamente.
Supongamos que queremos
[x dx. El caso es sencillo, la de-
rivada de (1/2) x2 + c es x.

Vamos a jugar un poco
con esta funcién para integrar
gréficamente. Tomemos al in-
tegrando x, si le damos cierto
valor constante &, lo que obte-
nemos es una recta paralela
al eje Y, a una distancia k. Eso
significa que la gréfica de la
primitiva, al cruzar la recta
x= k deberé hacerlo con una
pendiente m = k, es decir con
un angulo cuya tangente sea k.
Por ejemplo, si proponemos
k=1 entonces x= 1y lagra-
fica de la primitiva tendra que
pasar por cada punto (1, y)
con una inclinacién de 45° Si
ahora proponemos x=-1, en-
tonces la curva de la primitiva,
al pasar por cada punto de
la recta, es decir cada punto
(-1, y), tendrd que cruzarla con
pendiente de -45° (figura 3).

Recordemos que la deriva-
da de una funcién evaluada en
un punto, corresponde a la
pendiente que tendria la recta
tangente de la funcién que se
deriva, justamente en dicho
punto.

El teorema fundamental del

célculo préacticamente estable-

ce que la derivada y la integral
son operaciones inversas, de
tal forma que resolver una inte-
gral implica encontrar una fun-
cién que al derivarse se obten-
ga el integrando. Por lo que
resulta que, efectivamente, dar
valores arbitrarios al integrando
es equivalente a adjudicar pen-
dientes especificas a la primi-
tiva que se busca. Asi, las mar-
cas en la figura 3 indican la
forma en la que al graficar

la primitiva, ésta cruzara las
rectas x=1yx=-1.

En la figura 4, se muestra la
gréfica para més valores de k
en los nimeros reales, aprove-
chando que el integrando en
Jx dx no tiene restriccién en el
conjunto de los ndmeros reales.
Ahf se vislumbran muchas pa-
rébolas que nunca se enciman
o se intersectan. Esto lo vere-
mos si trazamos con un lapiz
cada una de las lineas que unen
las marcas que indican la direc-
cién en cada punto del plano.

Pero ya se habia menciona-
do que la integral de x es un
medio de equis cuadrada més

la constante, es decir: [x dx=

y=f(x)

-3

Figura 2. La integraciéon numérica consiste en sumar éreas de figuras
planas conocidas (rectangulo, trapecio, tridngulo, etcétera).

Figura 3. Pendientes de la grafica primitiva x=1y x=-1.
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puntos del plano XY.

Figura 4. Direcciones en las que las primitivas van a cruzar las rectas que
se generan al asignar valores al integrando x, es decir, pasan por todos los

(1/2) x2 + ¢, y precisamente el
lado derecho de esta expresion
matemética es una familia de
pardbolas como las del grafico
anterior.

Entonces podemos conclu-
ir que el proceso de graficado
que se ha presentado es una
técnica de integracién gréfica,
en donde cada pardbola co-
rresponderé a algun valor cons-
tante ¢ cualquiera, siempre que
pertenezca al conjunto de los
ndmeros reales.

Las parébolas que descu-
brimos se denominan curvas in-
tegrales, y todos los vectores
asociados a cada punto del pla-
no representado en la figura
anterior se denomina campo

direccional.

Faltaria hacer referencia a
esas rectas x =k, en las que
dibujamos lineas con la misma
inclinacién o pendiente. Si ca-
da punto de esas rectas tiene
asociada un vector con la mis-
ma inclinacion, entonces se
[laman isoclinas.

Esta técnica de integracion
gréfica estéd bien documentada
en textos de ecuaciones diferen-
ciales y, construir el campo di-

reccional buscando los puntos
del plano en los que se asocie
la misma inclinacién, se denomi-
na método de las isoclinas. Ca-
be aclarar que para el trazo del
campo direccional no es necesa-
rio reconocer las isoclinas; se

puede hacer punto a punto, ya
que finalmente lo que interesa
es dibujar la direccién corres-

pondiente en cada punto (x, y).
Conclusion

Indudablemente, cuando se de-
be resolver una integral lo de-
seable es identificar plenamen-
te la primitiva F(x) tal que
D,[F(x) + C] = f(x), donde
JT(x) dx=F(x) + C. Pero como
ya se ha mencionado no siem-

pre es facil descubrir F(x) y a
veces ni siquiera es posible
—cuando el integrando no se
puede expresar como combina-
cién de funciones elementa-
les—, de tal forma que recono-
cer las curvas integrales por
medio de un campo direccional
puede resultar muy valioso por-
que da una excelente idea del
comportamiento de la primitiva.

Antiguamente la construc-
cién de campos direccionales
resultaba muy laboriosa, pero
actualmente se ha agilizado
mucho ese trabajo. Los campos
direccionales son muy Utiles en
algunas ramas de las matema-
ticas, asi como en otras cien-
cias cuyo desarrollo exige utili-
zar matematicas. ';.
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